LIMITES DE FUNCIONES.
CONTINUIDAD
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REFLEXIONA Y RESUELVE

Algunos limites elementales

B Utiliza tu sentido comuin para dar el valor de los siguientes limites:

a) lim x2, lim x3, lim (x3-3x2%)
X — +oo X — +oo X —> +oo
b) lim x2, lim x3, lim (x3-x2)
X — —o0 X — —oo X —> —oo
o) lim x?, lim x3, lim (x3 - 5x% + 3)
x—2 x—2 x—2
1 1
d) lim —, lim —, lim —;
X —> +o0 X x —> +o0 X x>t X4+ 1
1
e) lim — im — lim
x-)-oox, x-)-ooxz, x-)-ooxz"'l
1 1
f) lim —, lim —, lim —
x—>0X x—>0X x—>0x“+1
Q) lim x5 lim M
x_>+oox2+1’ X — +oo x2+1
) x3 ) 2
h) lim ———, lim
xo—e X+ 1 Xx—>-03X+5
a) lim x% = +oo; lim X3 = +oo; lim (x3 — 3x2) = +oo
X — +oo X —> +oo X = +oo
b) lim x? = +oo; lim x3 = —oo; lim (x3 — x2) = —oo
X — —oo X = —co X = —oo
o) lim x? = 4; lim x> =8, lim (x3 — 5x? + 3) = -9
x— 2 X =2 X =2
~ 1 ~ 1 ~ X
d) lim — =0 lim —=0 lim 5 =0
X — +oo X X = oo X x> e X7+ 1
B 1 B 1 ~ X
e) lim — =0; lim — = 0; lim — =0
x— —co X x— —co X x> e X+ 1
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£) lim — = +oo; lim — = +eo i 5 =
x—>0X x—0X x—ox“+1
. x3 o xd—5x2
g lim — = +oo; lim = +oo
x— +oo X7+ 1 x>t X7t 1
3 2
, , X
h) lim — = —oo; = —oco
x— —o0 X 1 X ——00 3X +5

Exponenciales y logaritmicas

Recuerda como son las graficas de algunas funciones exponenciales y logarit-
micas:

y=log,x

y= log] X

B A la vista de estas graficas, asigna valor a los siguientes limites:

a) lim 2%, lim 2~
X —>—oo X —> +oo

b) lim 27, lim 27

X —> —oo X — +oo

c) lim log,x, lim log,x, lim log,x
X — = x—0 x—+

oo

d) lim log,,x, lim log,,x, lm log,  ,x
X — —oo x—0 X —> +oo

a) lim 2X=0, [im 2%= +oo
X — —o0 X — +oo

b) lim 2™ =40, [im 27 =0

X — —oo X —> +oo

o Ilim log,x no existe, [lim log,x =—eo, lim log,x = +eo
X —> —oo x— 0" X —> too

d lim log, ,x no existe, [lim log,,x =+, lim log, ,x =—oco
X — —oo x— 0" X = +oo
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Con calculadora

Tanteando con la calculadora, da el valor de los siguientes limites:

sen x

a) lim
x—>0 X

b) lim (x—3):-In(x-3)

x—3

2
c) lim 1+i ¥
x

X = oo

senx
a) [lim =
x—0 X

b) lim (x-3)-n(x-3)=0

x—3

o lim
X = +oo

3 2x
1+ ;) = o = 403.43
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1. Asigna limite (finito o infinito) a las siguientes sucesiones e identifica a las
que no tienen limite:

n+s n?
a)a,=n>—10n2 b)b, = 5—3n> c)cn=2_n d)dn=n+1
e) e,= sen%n f)fn = 2" g) g, =-2" h)h" = (=2)*
a)a, =n’-10n?

(=9, —32, —63, —96, 125, —144, 147, =128, =81, 0, 121, ...) a, —> +oo

b)b, =5 - 3n? (2, =7, =22, —43, =70, =103, =142, =187, =283, ...) b — —co

+
C) cn—;l 5 (6, -3 —%, —?, —%, —%, —1—65, —%, ) ¢, ~>-1

2

N I N AR -
e, =sen ik (7, L,=50-—-1L-—0, ) e, no tiene limite
D f,=2" (2, 4, 8, 16, 32, 64, 128, 256, ...) Sy, = Foo
9g,=-2" (=2, —4, -8, —16, —32, —64, —128, —256, ...) g, — —oo
h b, =2)" (=2, 4, =8, 16, =32, 64, =128, 256, ...) h, no tiene limite
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1. Si u(x) > 2 vy v(x) > -3 cuando x — +, calcula el limite cuando x — +

de:

a)u(x) +v(x)
c) 54
e)u(x) - v(x)

Q) lim [(x) + (X)) =2 +(=3) = -1

X = +oo

o lim 51 =52=25

X = +oo

o) Im [u(0) - v@]=2-(3)=-6

X = +oo

b) v(x)/u(x)
dVov(x)
£) Yu(x)

vx) _ -3

5 4o U(X) 2

d) lim ~Nv(x) no existe

X — +oo

f) lim 3\lu(x =%E

2.8 u(x) >-1y v(x) > 0 cuando x — +, calcula el limite cuando x — +co

de:
a)u(x)—v(x)
o) v(x)/u(x)

e)ulx) v(x)

a) lim [ulx) -vx]=-1-0=-1

X = +eo

b) lim [v) —-ux]=0-(1=1

X = +oo

o lim v _ 0 =0
)x—> +oo U(X) -1

d lim  log,v(x) = {

X = 4oo

e Ilim [ulx) v]=-1-0=0

X —> +oo
6 im Nuo =3-1 =1
X —> +oo

Pagina 226

3. Halla los siguientes limites:

a) lim (x%2+3x—x3)
X —> +oo

) lim (% +3x—x3) =—oo
X —> +oo

—o si v(x) = 0F

no existe si v(x) = 0~

b) v(x)—u(x)
d) log, v(x)
f) 3\! u(x)

b) lim (-5 - 22%)

X = +oo

b) lim (=5 -2%) = —c

X = +oo
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4. Calcula estos limites:

a) lim IxZ+2 b) lim (-2log,, x)
X — +oo X — too

a) lim NxZ+ 2 = +oo

X = +oo

b) lim (=2log,, x) = —e0

X = +oo
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5. Indica cuiles de las siguientes expresiones son infinitos (+«) cuando x — +oo:

a)3x5—Va +1 b)0,5* ) -1,5%

d log, x e)1/(x3+1) £)Va

g 4" h)4~ ) —4~

a) lim Bxd—Vx +1) =+ — S
X —> +oo

b) lim 05=0 — No o Ilim (-15%) =-00 — Si
X — +oo X —> too

d) lim log,x = +e0 — Si e Ilim =0 — No
X —> +oo X teo XD+ 1

£) lim Nx =40 — Si Q) lim 4% =400 — Si
X — +oo X —> too

h) lim 4%=0 — No ) lim —4¥=—-o — Si
X — +oo X —> too

6. a) Ordena de menor a mayor los érdenes de los siguientes infinitos:

log,x Vx x? 3x5 15% 4~

b) Teniendo en cuenta el resultado anterior, calcula:
_ log,x . 3x5 _ N x

lim lim —; - lim =
X — +oo x X = +oo X x~)+m1’5

D log,x Vx a2 3x5 1,55 4F

I
b) lim %82 %
x e Nx
5
lim 3% = +oo
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7. Si, cuando x — +co, f(x) — +o, g(x) > 4, b(x) > —, u(x) - 0, asigna,

siempre que puedas, limite cuando x — +o a las expresiones siguientes:

a) f(x) — b(x)
D f(x)*

2 f(x)/b(x)
i) u(x)/b(x)
m) g(x)/u(x)
o)x + bh(x)

b) f(x) /)

e) f(x) - b(x)
h)[-h (x)]" )
K) f(x)/u(x)
n)x + f(x)

p) h(x)P@

©) f(x) + b(x)
£) 2 (x)

i) g(x)h@

D b(x)/u(x)
) f(x)P

Qx>

'd) l[m (f(x)_b(x))=+°°—(—°°)=+oo+oo=+oo

X = +oo

) lim )/ = (+00)™ = +eo

X = +oo

o lim (f(x)+ h(x)) = (+) + (—e0) — Indeterminado

X — +oo

d) lim f(x0)F = 400t = +oo

X = +oo

e) lim (f(x) - h(x) = (+0) - (=o0) = —oo

X = +oo

£)  lim u(oH = ()0

X = +oo

g lm

%

i LG _ =)

Indeterminado

h)y  lim [=h (O1P = [+eo]= = 0

X = +oo

D lim g(x)bm =4"=0

X = +oo

. _ o u(x

im L
e

_ - h(x)
1 / —

o 8
m) xlinzm u(x)

n) lim (x +f(x)) = 400 + (+00) = 400

X = +oo

8 lim )P = (+e0)= = 0

X = oo

Indeterminado
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o) lim (x+ h(x))=(+=) +(-0) — Indeterminado
X = +oo

p) lim h(x)P® = (-e)"= — No existe
X = +oo

Q@ lim x™ = (+e0)"* =0
X = +oo
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8. Las funciones f, g, b y u son las del ejercicio propuesto 7 (pagina anterior).
Di cuales de las siguientes funciones son indeterminaciones. En cada caso, si
es indeterminacion, di de qué tipo, y, si no lo es, di cual es el limite:

a) f(x) + b(x) b) f(x)/b(x)
) f(x)yP d) f(x)?)
e) f(x)" £) u(x)P
9 [g(x)/4/™ h) g (x)/ ™

a) lim (f(x) + h(x)) = (+e0) + (—o0). Indeterminado.

X = +oo

by tim L0 - Cre)

. Indeterminado.
X = +oo h(-x) (— 00)

O lim [P = (+o0)** = too
X —> too

d) lim f(x)b(x) = (+00)® = 0

X = +oo

e) lim fo)" = (+00)@  Indeterminado.
X —> +oo

£) lm ux)P® =07 = too

X —> +oo

JS@
g lim [%] Yo (1)), Indeterminado.

X = +oo

h) lim g(0)/™ = 4% = +eo

X = +oo
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1. Sin operar, di el limite, caando x — +«, de las siguientes expresiones:

A (x2-2x+1) b) (x2 —2%)
)VaZ+1 —Vx d) 3¥ 2%
e) 55— Vx8-2 f)\/;—logsx/JL
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2 lim (2 =2x + 1) = +oo b) lim (x? = 2%) = —eo

X — +oo X — +oo

o lim (Na?+1 —Vx) = +eo A lim (3¥ = 2%) = +eo
X — +oo X —> too

e) lim (sx_j\/x8 -2 ) = +o0 £ lim (\@ — logs x4) = oo
X — +oo X —> too

2. Calcula el limite, cuando x — +, de las siguientes expresiones:

3x3+5 4ad—x b) x> x C)?‘)x+5 x2—2
x+2  x-2 2x2+1 2 2 x
DVaZ+x—VaZ+ 1 2w—VaTrx DVar1-Vx+2
o g (35 A ox) e Ga e S) = 2) - (-0 2) _
Xowel XH2 L X=2 ] xo e (x +2)(x - 2)

Jim X = 6x3 + 50— 10 — doct — 8x3 + x4 200 _

X —> +oo x2_4
— gy X 14X a4 Tx 10 _
X —> too x2—4

233 —x@x*+ 1D _ lim 2x3 —2x% —x _
x>t 20212+ 1) x> e 4x?+ 2

3
b) lim (x——ﬁ)
x— oo\ 2x% + 1 2

lim — =0

X = +oo 4%+ 2

2
_ X“+5x + 4
X —> +oo 2x X —> +oo 2x

o) Iim +o0

X = +oo

(3x+5_x2—2)= i 3X°H5x =207+ 4 _
x

d tim (NxZ+x —\xZ+1)= lim (Va2 +x—Va2+ D)2+ x+ Va2 +1) _

x = oo X = oo Va2 + x + Va2 + 1
, X+ x—xt-1 , x—1 1 1
lim = [lim = ==
x o+ V2 + x+ Va2 + 1 xo e Va2 + x+ Va2 + 1 1+1 2

e) lim (Zx—\/m)= lim (2x = Vo2 + o) (20 + Vx? + o) =
X — +oo X — +oo 2x + Vx? + x

. 4a? —x?—x i 3x? — x

im ————
x—o e 20+ Va2 +x x>+ 2x + Vx4 x
£ lim (m_m)_ (\/x+l—\/x+2)(\/x+l+\/x+2) _

X = Foo X = too Vx +1+Vx +2

= +oo

|
=~
[N

_ x+1—-x-2 _ -1
= [lim = [lim =0
X—>+°°\/x+1+\/x+2 x—>+w\/x+1+\/x+2
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3. Halla los siguientes limites cuando x —> +oo:

1\~ 1 \5x 1\5
Rl ™ 0[5+ 5] ot
5 1\5
x x x
sx11/5 _
a) lim (1 + i)x = [lim [(1 + L) x] = el/5
X = +oo 5x X = 4oo 5x
5
b) lim (5+L)x—5+w-+oo
X — +oo 5x
5 -
o lim (1+i) —15=1
X = +oo 5x
/515
d) Iim (1 + i)x = lim (1 + L)x j] =5
X o> +oeo x X = +oo x/5
5 5x
e) lim (5 + —) = 5% = 4oo
X — +oo X
5 —x1-5
£) lim (1_l)’x= lim (1+L) ’“] g
X —> +oo X X —> +oo —X
4. Calcula estos limites cuando x — +oo:
1\3x-2 1 \4 1\3
a1+ b)(l——)x c)1+—)x
2x 5x
3\5 1 \3x 2 \5x
d) 1+2x) e) l—zx) f)|1+ Sx)
3x—2
a) lim (1 + _) =3
X —> +oo
1 4x _ 1 —2x71-2
b lim (1——) ~ lim (1+_) ] — o2
X — +oo 2x X — +oo —2x
3 5x73/5 i
o) lim (1 + i) . lim (1 + L) x] =35
X —> too Sx X — +oo SX
A lim (1+i)>=15=1
X — +oo 2x
3. —2x71-3/2
e) lim (1 - L) Y= lim (1 + L) x] = 32
X —> +oo 2x X —> +oo —2X
5 S5x/272
£) lim (1 + i) < tm (1 + L)’x ] o2
X = +oo 5x X — +oo 5x/2
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5. Resuelve, aplicando la regla anterior:

3x + 5\5x-3 x3—3x+2\2x—4
li lim | ——5———5—
a)xi”:w (Sx—l b)xi":w ( x3+ x2
+5\5x-3
a)Sea [= Ilim (Sx >\
X —> +oo 3.%-1
3x+5

Como lim =1y lim (5x—3)=+oc, [ esdeltipo (1))
X = +o0 3x — 1 X —> +oo

Aplicando la regla:

o (3x+5 . o (=2
\.Tim(@f*l —1)~(>x—3) \.Tim(Sxfl)'(Sx_S)
[=e¢ =e =e
3 _
B X2 —3x + 2\2x—-4
b)Sea I= [lim (ﬁ
X —> +oo X2 +Xx
x3—3x+2

Como lim s =1y lim (2x—4)=+c, [ esdeltipo (D=,
X — +oo X2 +Xx X —> too

Aplicando la regla:
Xt =3xt+2 p —x* = 3x +2 p
Xlimm ez 1) @x-b m T Qx4

[=e =e =e
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1. Sin operar, di el limite cuando x — — de las siguientes expresiones:

a) x2—2x + 1 b) x2 + 2%

c) x2-2% d) x2-2~
e) 2—X% _ 33X f) \/xs_ —5%
g) 2% —x? h) x2-Vx%-1

DVx+2 —a2 P 3x 2
) lim (x? = 2x + 1) = +oo — (—00) = +o0 + 00 = oo

X —> —oo

b) lim (x% + 2%) = 400
X — —o0

o lim (x?—2%) =+
X — —oo

d) lim (2= 27) = —oo

X — —oo0

Unidad 8. Limites de funciones. Continuidad
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e lim 2Q%-3%)=—o0
X —> —oo
f) lim (Vx> -1 —5%) no existe
X —> —oo
9 lim (2¥—x%) =—c
X = —oo
b lim (a8 —Vxt = 1) =—eo
X = —oo
D tim Nx+2 —x?) = -
X — —oo
Polim (37 =27 = +eo
X — —o0
2. Calcula el limite cuando x — —o de las siguientes expresiones:
3x3+5 4x3—x b x3 x
x+2 x—2 2x2+1 2
Va2 +x —VxZ+1 d)2x +VxZ + x
3\2x
e) Va2 +2x +x f)1+;
1\5x+3 xZ+x—1\3x-1
1-= (XX
g)( x) )( X%+ 2 )
b s (RS A0x) (005 o)
x> -\ X+ 2 x—2 X4\ =X+ 2 —-x -2
- Iim 3x% — 5+ 6x3 — 10 — 4x* + a2 + 833 — 2x _
X —> +oo x2—4
_aed 3 2 _ _
- gy XA 1A 4 X7 -Tx—10 _
x = oo x> -4
3 JPS) _3 3
b) lim (_x —£)= lim ( X +£)= lim TR H XA X
xo—ee\ 262+ 1 2] xo+e\2x2+1 2] xote  4x?+2
= lim —X— =0
X o oo 4x2 + 2
o Iim (Nx?+x —\x2+1)= lim (Nx? —x —x?+1)=
X — —oo X —> too
- lim (Va2 = x —Vx2+ 2) (W2 —x + Va2 + 1) _ lim x?—x-x*-1
X = teo \/xz—x+\/x2+1 X = teo \/xz—x+\/x2+l
= [lim —x-1 -t - 1
xoreo VxZ—x+Vx2+1  1+1 2
Unidad 8. Limites de funciones. Continvidad 11
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d lim (2x+Vx? + x)= lim (“2x+ Vx> - x)=

X —> —0 X —> +oo

4x% —x%2 + x

- lim (—2x+Vx2—x)(—2x—Vx2—x)= lim _
X — +oo O —Vx2 _ x X — +eo D — 2 — x

2
P X<+ X
lim 5—:—00

x>+ 2x — V2 — x
e lim (Nx?+2x +x)= Iim (Nx?-2x —x)=

X — —oo X = +oo
x% - 2x — x?

lim (sz—Zx—x)(Vx2—2x+x)= lim _
X > teo Vx2 - 2x +x x> oo V2 = 2x + X

lim —2x —2

_x—>+w\/x2_2x+x - 1+1

2x —2x —x/310
) lim (1+%) - lim (1+i) - lim (1+ 1 ) ] _ 6

X — —oo X —> +oo X —> +oo —x/3

=__2=_1
2

B 1 5x+3_ B 1\ >x+3
g) lim (1——) = [im (1+—)

X — —oo X X —> +oo X

= e_s

2 _1\3x-1 2 4 1\Bx-—1
) lim (—" tx 1) = lim (—x X 1) -
x> -\ X2+ 2 x> e\ X2+ 2

lim [(xzfx—fl -1) - ar- ) tim (=523 (ax- 1)
=€x_>+°° X2+ 2 =ex_)+°° —x2+2 =

lim 3x*+10x+3

=ex_>+°° X2+ 2 =93

Pagina 238

1.8i lim f(x)=3 y lim g(x) =2, dielvalor del limite cuando x tiende a 1
x—>1 x—1

de las siguientes funciones:

2 f(x) + g () b)) - g (%) 5 %

d)f(x)E™ e) Vg(x) )4f(x)-5g8(x)

Q) lim (f0)+g))=3+2=5 b lim (f(x0) - g))=3-2=6
x—1 x—1

o im I3 d) lm 8@ =32=9
x—1g8W) 2 x> 1

e) lim glx) =2 £) lim (4f(x) - 5g(x)) = 12— 10 = 2
x—1 x—1

Unidad 8. Limites de funciones. Continuidad
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UNIDAD W

Si im f(x) =1y Ilim g(x)=m, entonces lim [f(x) + g(x)] =1+ m.

X —a xX—a x—>a

Enuncia las restantes propiedades de los limites de las operaciones con fun-
ciones empleando la notaciéon adecuada.

Si lim f(x)=1vy Ilim g(x)=m, entonces:
X — d X — d

D lim [f(x) + gl =1+m
X — da

2) lim [f(x) —g)l=1-m
X — a

3) lim [f(x) - glol=1-m

xX—a

o im I L s omeo.
x—>a gXx) m

5)Si f(x) >0, lim [ f(x)é’(’“)] =m
X —>d

6)Si n esimpar,osi n espary f(x) =20 — lim Vo =1

X—>a

7St a>0y flx)>0, lim llog, [f(x)]=Ilog, !
X — d

Si lim p(x) = +oo, lzm q(x) = +oo, lzm rx)=3y hm s(x) =0, di, en los

x—2

casos en que sea posible, el valor del lim de las siguientes funciones:
x—2

[Recuerda que las expresiones (+o0)/(+), (+) — (+0), (0) + (+o0), (1)),
(0)/(0) son indeterminaciones].

7r(x) p(x)
e) ;23 )pgg g s(x) - p(x) h) s(x)s@®
3-r(x) r(x)]s@®
P r(x) s s(x) I
D p() i) r(o 02 D752
m) ()P n) r(x)~4C ) ’"(3") P o) r(sx) )_p(x)
) lim [2p(x) + q(x)] = +oo + (+00) = +oo
x— 2
b) lz’m2 [p(x) — 3g(x)] = (+e0) — (+o0). Indeterminado.
X —>
C) lim Lx) = i =
x> 2plx) +oo
Unidad 8. Limites de funciones. Continuidad 13
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P _

d) lim —— lim 1=1
D xl—7>n2 p ) xl—7>n2
e) lim S _ 0
x— 2 q(x) oo
) lim @ = (+°°). Indeterminado.

xo2 g (+e0)

@) lim [s(x) - p(x)] = (0) - (+e0). Indeterminado.
x— 2

h lim s(x)5®@ = (0)©, Indeterminado.
x— 2

D lim p(x)"™™ = +003 = +oo
x— 2

Do lim ()’ =30 =1
x— 2

k) lim S_V(x) - 3-3 =@.
x—=2 s 0 0

D mﬂé?f”=w=

x— 2

Indeterminado.

m) lim r(oP® = 3% = too
x— 2

n) lim r(_x)*q(-x) =3">=
x—= 2

p
n) limz(r(;c)) - (D). Indeterminado.
X —>

_ —p(x)
0) Zlmz(%) - (1)&*). Indeterminado.
X —>
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4. Calcula los limites siguientes:

2 tim XIS b) tim X1
xo-1 X2—6x-7 x4 X3+ 2x%3x

Q) lim x3—2x2+2x+5 - lim (x+ D% =3x+53) _
x—=>-1  x2_6x-7 x—=-1 (x+Dx=7)

_ g X2=3x+5_ 9 _ 9

x— -1 x—-7 -8 8

by lim x3-5x+1 _ 45 _ 15

x—)4x5+2x2_3x 84 28

Unidad 8. Limites de funciones. Continuidad
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5. Calcula los limites siguientes:
o i JE2X-3 by fim =X
x—>-3 3x3+3x2 x>1Vx2+x=-2
o2+ 2x—3 (x—13 (x+ 3)3 (x— 1) (x +3)
a) lim ,,— = o > = o =0
x— -3 x3+3x x—>—3 (x +3) X—>—3

byt P i]“’“l)(’”l) ~ tim {/ﬂ
ot tx—2 o1 NV @+ -1 vo1 Vx+2?P (-1
lim f(x) no existe

< x— 17
%
lim f(x) = +oo
x— 1"

Pagina 240

x2-5x+2 x3+2x+1
x%+2x x3+x

6. Calcula: lim (

x—0

p (x2—5x+2 X3+ 2x+ 1 p (x2—5x+2 X3+ 20+ 1
im - = lim -

roo0 | x2+2x x3+x ool xlx+2) x(x?+1)
— lim (2 + D =5x+2) —(x+2)3 +2x + 1) _

x>0 x(x+ 2)(x2+ 1)

_ lim xt—sxd 2+ x-S+ 2-xt— 2 —x 203 —d4x -2 _
x—0 x(x + 2)(x2 + 1)

—7x3 2 _ —7x2 —
o X0+ xt—10x e X(7x°+x—10) _
x50 x(x+ 2%+ 1D x—-0 xlx+2)(x?+ 1)

2
i X rx—10 <10 _
x>0 (x+2Dx*+1D 2-1

_ —7x+4 x+1
7. Calcula: lim |———
x—>7 x-3
x+1 o (X2 =Tx + 4 x+1
I _1) -
lim (M)x—7 =exgn7[( x-3 ) x_7]=
x—7 x-3
lim (M&) jim =D @-D @+ D
—ex-7\ x-3 x-T)opxn7 G-RHG-D -
fim X=D &+ D
=ex—>7 (=3 = ol2

Unidad 8. Limites de funciones. Continuidad
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1. Encuentra cuatro intervalos distintos en cada uno de los cuales tenga una raiz
la ecuacion siguiente:

2x% - 14x2+14x-1=0

Busca los intervalos entre —4 y 3. Comprueba que f(1,5) < 0 y tenlo en cuenta.

Consideramos la funcién f(x) = 2x% — 14x2 + 14x — 1.
Tenemos que f(x) es continua en R vy que:

f(4) =231>0

£(-3)=—7<0 } Hay una raiz en (-4, —3).

F(0)=-1<0

=150 } Hay una raiz en (0, D.

fH=1>0

/(1,5 = -1375 <0 } Hay una raiz en (1; 1,5).

J(1,5)=-1375<0

f(2)=3>0 } Hay una raiz en (1,5; 2).

2. Comprueba que las funciones e*+e*—1y e*—e™ se cortan en algiin punto.

Consideramos la funcion diferencia:
Fx)=e*+e¥—-1—-(e"—eM)=e¥+e¥-1-e"+e¥=2e%-1
F(x) es una funcion continua. Ademas:

F0)=1>0

F(D) =-0,26 < O} signo de F(0) # signo de F(1).

Por el teorema de Bolzano, existe ¢ € (0,1) tal que F(¢) = 0; es decir, existe
c € (0, 1 tal que las dos funciones se cortan en ese punto.

3. Justifica cuales de las siguientes funciones tienen maximo y minimo absoluto
en el intervalo correspondiente:

a)x2-1 en [-1,1]

b) x? en [-3, 4]

) 1/(x—-1) en [2,5]

d) 1/(x-1) en [0, 2]

€) 1/(1 + x?) en [-5, 10]

a) f(x) =x>—1 es continua en [-1, 1. Por el teorema de Weierstrass, podemos ase-
gurar que tiene un maximo y un minimo absolutos en ese intervalo.

Unidad 8. Limites de funciones. Continuidad
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b) f(x) = x? es continua en [-3, 4]. Por tanto, también tiene un maximo y un minimo
absolutos en ese intervalo.

O flx) = —L
x —

lutos en ese intervalo.

es continua en [2, 5]. Por tanto, tiene un maximo y un minimo abso-

1
x ju—
asegurar que tenga maximo y minimo absolutos en ese intervalo. De hecho, no tie-

d) flx) =

no es continua en [0, 2], pues es discontinua en x = 1. No podemos

ne ni maximo ni minimo absolutos, puesto que:

lim f(x)=—co y lim f(x)=+oco
x— 1 x—1

e) f(x) = ;2 es continua en [-5, 10]. Por tanto, tiene maximo y minimo absolu-
1+x

tos en ese intervalo.

Unidad 8. Limites de funciones. Continuidad 17
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS PROPUESTOS

PARA PRACTICAR
Limites cuando x — *«

1 |Sabiendo que lim a, =+, limb,=—~y limc,=3, dien cuiles de los si-
guientes casos hay indeterminacion.

En los casos en que no la haya, di cual es el limite:

an an
a)a,+b, b)b, +c, ©) -
cn bn
b 3 \by
b, — . n -
() HG-c)-a, R b3

a) lim(a, +b,)=lima, + limb, = +oo + (—e0) = (+e0) — (+e0) — Indeterminacion.

by tim(b,, + c,) = limb, +limc, =—c +3 = —oco
a oo

O lim =t = T2 = 4o
¢ 3

n

d) lz’ma—” G — Indeterminacion.
b, (—o0)
e) lim [Cn]bn =3""= ;m =0

£)lim[3-c,)-a,= () (+e) — Indeterminacion.

) lfms—"c = % = 400 (puede ser +o O —o0).

n

p 3
h) lzm[ .

hn
] = (D" - Indeterminacién.
n

2 | Calcula los limites cuando x — — de las siguientes funciones:

Zx+5 10x-5
a) f(x) = - b)g(x) = 211
3x2+x—4 . a%+2x-3
) b(x) = 2%+ 3 di(x) = 7t 523
a) lim 2.X'+5= lim ﬂ:_z b) lim 10x -5 -0
X— -0 2—X ¥ 400 2+ X X e x2 41

Unidad 8. Limites de funciones. Continuidad
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o lim 3+ x—4 _ lim xP-x—4 _
X — —oo 2x+ 3 X 4o —2X*+3
QO i X223 g, X0-2x-3 1
x> -0 7+ 5x3 x> o 7 —5x3 b)
Calcula los limites de las sucesiones siguientes:
_ \N3n*+6n ) 5n2_7
a)lim——— b)lim\|—
2n+1 n+1
1+n
©) lim ——" d)liml
2n-3 n3+2
2 2_
Wi Y ron o N3 N3 5T
2n+1 2n 2 n+1
o tim L2V & lim 22—
n-3 7+ 2
Calcula estos limites:
2
1
a) lim (e*-x3) b) lim M
X —> +oo X — +oo
2
1
o tim X O tim (x2+x-Vx+7)
X >+ € X > +oo
2
A lim (e¥—x3) = +o0 b) lim mx"+1D _
X —> +oo X — +oo X
X2+ ) >
o lim =0 d tim (NxZ+x —Vx +7) = +oo
X —> +oo e'x X — +oo

Calcula los siguientes limites y representa graficamente los resultados ob-
tenidos:

a) lim (0,5+1) b) lim 2x+1
X — —oo X —> —o0
1 2\1-3
o) lim (1_—x @ tim [1+2] 7"
X —> —o0 X X —> —oo X
Q) lim 055+ 1D = lim (0,5%+ 1) = +oo K
X — —o0 X — +oo

Unidad 8. Limites de funciones. Continuidad
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b) lim 2X*1= [im 2**1=9

X — —oo X = +oo ‘

Sabemos que 2** 1> (0 para cualquier x. —

1\x —x 1 —
o) Ilim (1 ——) = Iim |[1+—| =el=— & . 1/e
X — —oo X X —> +oo e
I
Comprobamos que 1 ——] >— dando a x algin valor. Por ejemplo, x =-10
2\1-3x 2\1+ 3x
d lim (1+= = lim (1 - —) - D ZUCEEEEECLEEEEEE et
X — —oo0 X X — +oo
[
p 2 ) p -2 —0x
I e U e IPINS §
o0
2\1-3x
Comprobamos que |1 + - <e™® dandoa x algin valor. Por ejemplo, x =-10.
Halla:
a) lim (Va2 +2x —Vx2-4) b) tim (Vx%2+1 +x)
X —> —oo X — —oo

a) lim (Nx2+2x —Vx2 -4 ) = (00) — (00) (Indeterminacién).
X — —oo

La resolvemos multiplicando y dividiendo por (Vx? + 2x + Va2 — 4 ):

(VaZ + 20— Va2 —4) (Va2 + 2x + Va2 — 4) _

lim
X = —oo Va? + 2x + Vx2 - 4
P20 - (P-4 } 2x + 4
= lim = lim =

xo-e Vx4 2x+ Va2 -4 x> Y2+ 220+ Va2 -4

) x4 2 2
lim = =
xote Yx2 2w+ Vx2—4 1+1 2

=1

b lim (Nx2+1 +x)= Iim (Nx?2+1 —x) = (=) — (o) (Indeterminacion).

X — —oo X = +oo

La resolvemos multiplicando y dividiendo por (Va2 +1 +x)

i (Va2 +1-20)(Va + 1+ x) i X%+ 1 -2
X = +oo Va2 + 1+ x x—+o V2 + 1 +x

1
Iim ———=0

x> +o V2 + 1+ x

Unidad 8. Limites de funciones. Continuidad
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Calcula el limite de las siguientes funciones cuando x — +oo:

5x2-2x+1 x +log x
) f(x) = (2x —1)? b)g(x) = log x
3+ 2Vx 3.2%
) bh(x)=——— di(x) =
V2x + 1 2%+1
2 _ 2 _
- Sx%—2x+1 _ lim Sx*-2x+1 _ 5
x4 (26— 1)? x ot dx?—4x+1 4
. x+logx 3
b) lim ——— = sz( +1)=+oo+1=+o<>
x—+e  log X x — +oo\ lOg X

o) lim —5+2\/;= lim —2\/; -2 2\5—\5

el e iNe V22
. X
d lim 2 -3

X o+ 2% + 1

Calcula los siguientes limites:

2 _
a) lim (x—Sx_S_x b) lim (a2 —Vx% +2x)
x40l X+ 1 2 X — +oo
2 -1
o lim (1,2x_ 3x d) lim (3’”4 *
X — +oo x+1 x>+l 2X + 5

a) lim (.X‘Z——S.X_ﬁ_x)= lim (2x2_10x—3x(x+1))=

X — too .X'+] 2 X — too 2(x+ 1)
2 2 2
= gp X =10x=3x7-3x 4. Xt - 13x
X = +oo 2x + 2 X — +oo 2x + 2

byt (VT T -y 2V I (2 e Ve an)
X —> +oo X —> +oo x2+m

4 _ (4 A ad
iim X (" +2x) _ i =X 2x  _

x> e x2 + oyt + 2 a0 reox? + V't + 2x

—2x

- m ——=
x = oo x? + Nt + 2x

2
o lim (1,2x_ ﬂ) = too
X — +oo x+1

) lim (5’“4)’“1 =(é)*°°=+oo

x— 40\ 2X + 5 2

Unidad 8. Limites de funciones. Continuidad

21



22

Calcula los siguientes limites:

2 2
x2+1\x x+1)2x-1 x—1\x+2
a) lim ( > b) lim c) lim
x>+ | X5—1 X — oo\ X — x> to\X + 3
x+1
x—4 1)\3x-2 x—3\x%2-5
d) tim (3 ) 3 e lim (1_—2) N
x> +o\ X —2 X — —oo X x> —col X + 2
5 )
x?+ 1)\
a)Sea [= [lim (2—
X = oo \ X -1
ox?r+1 3
Como [lim 5 =1y [lim x?=+c, setrata de un limite del tipo (D),
X — 400 X -1 X — +oo
Aplicando la férmula:
lim ( ')ZZH _ 1) Cx? lim f‘xz
= 7" x -1 _e»ﬁ”@x—l:eZ
x+ 1\2x-1
b)Sea = Ilim
x%+wx—2

x+1 )
Como lim ——=1vy lim (2x—1)=+oo, setrata de un limite del tipo (1)***.
X = 400 X — 2 X —> +oo

Aplicando la férmula:

lim ('X+1 71)'(2){'71) lim 6'x_3
l=ex4+oo x =2 =exa+w ‘x72=€6
~ X —1\x+2
) Sea = Ilim
X — +oo\X T3

x—1
Como lim =——=1y [lim (x+2)=+oo, se trata de un limite del tipo (1),
X = o0 X + 3 X —> too

Aplicando la férmula:

lim ( x-1 _ 1) (x+2) lim —4(x + 2)

=g \x+3 =7 x+3 =€_4

x+1
. [3x—4
dSea [ = Iim ( 3

X = +oo 5.%' -2

3 3x — 4 o ox+1 o )
Como lim =1y lim = +oo, se trata de un limite del tipo (1),

X — +oo DX — 2 X — +oo
Aplicando la férmula:
lim (33674 _1) cx+d lim -2 Lx*1 lim  2X =2
l=e"'_>er 3x—2 3 =ex_)*m 3x—2 3 =e"'_>+m 9x -6 =e_2/9

Unidad 8. Limites de funciones. Continuidad
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e)Sea [ = [lim (1——2)

X — —o0 X

X — +oo X —> too

1
(1)(+eo)'

Aplicando la férmula:

Como [lim
x%+oox+2 X — +oo

Aplicando la férmula:

lim (x_ 3 _ 1) S (x2-5) lim _S(xz -5

=7 \x+2 T Xt+2 = 4o

10 |Halla lim f(x) y lim f(x) en los siguientes casos:
X —> —o

X = +oo

e~ si x<0
a) f(x) =
VS {l—lnx si x>0
1-x2 £0
— si x
b) f(x) = x
3 si x=0

e lim fx)= lim (1-Inx) =—e

X = +oo X —> +oo

e Ilim flx)= lim e¥=0
X —> —oo X —> —oo

)
b)e lim fx)= Ilim = _oo
X —> +oo x40 X
)
o lim f(x)= Ilim 1-x = +oo

X — —oo X —> —oo

Unidad 8. Limites de funciones. Continuidad

1 1
/= : = ; =—
tim (1 7_1)»<5x—z> tim (—Z)-@x—m e
e’ e*” "
; -3 x2-5
f) Sea [ = Ilim
X — —ool X F 2

_

UNIDAD W

Como [lim (1 - F) =1y [lim (3Bx—2)=—oo, se trata de un limite del tipo

-5 1y lim (x?-5)=+oo, setrata de un limite del tipo (1),

23
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Limites en un punto

11 |Sabiendo que:
lim p(x) = +o lim q(x) = —oo limr(x)=3 lims(x)=0
x—2 x—2 x—2 x—2
di, en los casos en que sea posible, el valor de los siguientes limites:
s(x)
lii b) U p(x)
SRiTe ) fin o)
c) lim[s(x) - q(x)] d) lim [p(x) —2q(x)]
x =2 x—2
a) lim s _ 0 _
x—2 pQo) +oo
b) lim [s()]P@ = 0% =0
x =2
o) lim [s(x) - qx)] = (0) - (~e0) — Indeterminado.
X =2
d lim [p(x) — 2q(x)] = +o0 — 2 (—00) = +o0 + (+00) = +oo
X =2
12 | calcula:
x2+3 1 2 1
lim - b) lim -
o[ 52 - e e ey
, 2+3 1 o x?+3-x? _ 3 3
I (x ——)=1 XTHS T 3_3
@ xlino X X xlz/lo x3 x> 0x° ()

Hallamos los limites laterales:

lim 3 = —oo; [im 3.
x— 0" X x— 0" Xx

by fim [—2— -1 |-
xo1]lx-1D?* x(x-1

Hallamos los limites laterales:

x+1
x— 1" x(x — 1)?

|

= +oo:

2
(x - 1D?

Asi, [lim

x—=1

)

24

x> 1" x(x - 1)?

_L]=+w.
X

+o0. No tiene limite.

_ 2x—-(x-1D _ . 2x-x+1 _
lim ==—~ = [im ==~~~ =
x=1 x(x—1?  x-1 x(x—1)2

x+1
x—=1x(x—1)>2

2
0

x+1

= oo

Unidad 8. Limites de funciones. Continuidad
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13 | Calcula los siguientes limites:
2_
a) lim X27X+6
x—>1 1-x
(x-1)
/7 [
b) xl—1>”1 1-x2
X3+ 4x%+5x+2
c) lim >
x—>-1 xXf—x—2
2_ .2
Q) tim ST
h—-o h
2-7x+6 (O
a) xllio)al % = % Indeterminacion.
Dividimos numerador y denominador por x — 1:
2 _ . _ -1
lim X746 0 lim L-0&-D _ lim (6-x) =5
x—1 1-x x—1 —(x-D x—=1
(*) Aplicamos la regla de Ruffini:
1 -7 6
1 1 -6
| 1 -6 [0
-1 (O
b) xlzio)il % = % Indeterminacion.
Simplificamos la fraccion:
-1 x-Dx-Dx-1D _ x-Dx-Dx-1D _ (x=1D?
1—x2 1 - +x) —(x =D +x) —(1+x)
(x-1D> 0
lim ———=—=0
xlj’;ll -1+x =2
) lim WAty Sn+2 © Indeterminacion
c im_ P R— © rminacion.
Dividimos numerador y denominador por x + 1:
X3+ 4x2+5x+2 P+ 3+ D+ D) o x2+3x+2
lim 5 = lim = lim ———=
x— -1 X5 —x—2 x— -1 (x—-2)(x+ 1D x— -1 x—2
. (x+h)*—x? X%+ 2xh + h? — x2
d lim —= =
h—0 h h—0 h
hth +2
=i MBI 20 = 2
h—0 h—0

Unidad 8. Limites de funciones. Continuidad
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14

- lzm 3 4(.%' 3) _ l,

x—o2@=2(x-3)

Hallamos los limites laterales:

i =15

x—=2-(x=2)x—-3)

oy 3—Ax+12
x—2=2x-3)

Calcula:

, 3 4 ] _ [1-N3-x
a)xhl”zxz—Sx+6_x—ZJ b)xhz»nz( x—-2 )
O lim _Vx9—3) ) i L X VL-x Vl—x\
x—0 X x—0 3x

.| 3 4 , 3 4

/ - =] _ =
a)x’ffz_xz_sxm x—2 xlﬁ’z[w—zxx—@ (x—Z)]

—4x + 15 7

A - 2x-3 O

i X+ 15
s (=2 -3)

(1-V3-0) +V3-x) _

b) lim 1-VN3-x _ lim
x— 2 x—2 x— 2
-3-x P

x-21+V3-x)

1-3+x

lim = lim

X2 (x - 2)(1 +3-x)

X -2 _
lim
x-2(x-2)(1+V3-x)

lim —
x—>21+‘\/5—x

o m (1 +V3—n)

1

L
2

Hallamos los limites laterales:

o Iim YX*9-3_ 4 (V +9-3)(Vx+9+3) _ oy X199
x—=0 x2 x—>0 2(\x+9+3) xﬁoxz(«/x+9+3)
- m =y 1 - L
xo50x2(Vx+9+3) x-0x(Nx+9+3) (O

_ 1
Iim ————— =00, [liIm ————— =
x— 0" x(\/x+9+5) x—)O*x(\/x+9+3)

1+x—-VN1-x

(\/1 + X — \/1—x)(\/1 +x+\/1—x)

d) lim

x—=0

3x

x—>0

lim
x>0 3x(\V1 + x+ V1 —x)

2x Ii

= lim

x=0 3x (V1 +x+\/1—x)

Q1+x)-010-x ,
= lim =
x>0 3x(V1 +x+V1 - x)

m =
x>03\1+x+Vl—x) 32

3x(V1 +x+ V1 —x)

l+x-1+x

2 2

L
3

Unidad 8. Limites de funciones. Continuidad
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Calcula:
X2+ 1)\~ 2x2—x—1|—
li x b) tim XX
a)x'f’o(zxﬂ )xl—';nZ( 7-x

) 1
xc+ 1\—
a)Sea [= [lim ( x
x>0 \2x+1
ox%+1 o1 . .
Como [lim =17y lim —=+oo, se trata de un limite del tipo (1),
x>0 2x+1 x—>0 X

Aplicando la férmula:

2 2 2
(x +1 lim X 7296' lim X~ = 2%

lim _ )i i
2x+ 1 X = 0 2x+1  x = p¥o0 2x2+x =

l: e.\'—)O

lim x(x—-2) lim x-2
=0 XxQx+ 1D = g0 2x+1 = o2

2x2—x-1
b)Sea [= lim (—)X—Z.
x—2 7-x
o 2xr—x-1 ) 1 o
Como [lim —————=1 vy Ilim = +oo  se trata de un limite del
x—2 7—-x x—>2X—2
tipo (1)),
Aplicando la férmula:
lim 222 —x—1 —1) - 1 lim 2x% -8 . 1
[]=e*7? 7-x xX-2 =¥ 7-x x-2 =
lim 2(x + 2D(x - 2) lim 2x + 4

=e"ﬁ2 (7 —20(x —2) =e'"‘)Z 7-x =(38/S

Continuidad

Averigua si estas funciones son continuas en x = 2:

3x—2 si x<2 x%2-1 six<2

a)f(x)_{6—x si x=>2 b)f(x)_{2x+1 si x>2
a) lim flx)= lim Bx-2)=4 |

x =27 x =27

lim  fG) = lim (6-2x) =4 J(x) es continua en x = 2,
x—2* x—2" puesto que [lim [(x) = f(2).
x— 2
f=6-2=4

b)  lim flx)= lim (x*-1)=3 —
2

x> 2" x> 2" J(x) no es continua en x = 2,
lim  fx) = lim (2x+1) =5 | Puesto que no existe [lim f(x).
x— 27" x— 27 N2

Unidad 8. Limites de funciones. Continuidad
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Estudia la continuidad de estas funciones:

e~ si x<1

DS = {lnx si x=>1
b) F() = 1/x si x<1
SOI= 12021 sixz1

a)e En x# 1 — f(x) es continua; puesto que e y [nx son continuas para
x<1 vy x=21, respectivamente.

eEn x=1:. Ilim f(x)= limeX=e# lim [f(x)= lim (Inx) =0

x—= 1" x—1 x— 1" x—1

No es continua en x = 1, pues no existe [im f(x).
x—1

b) El dominio de la funciéon es D = IR —{0}.
e Si x#2#0 y x#1 — Lafuncion es continua.
e En x =0 es discontinua, puesto que f(x) no estd definida para x = 0.

Ademds, lim f(x)=—oco y [lim [f(x) = +oo.
x— 0" x— 0"

Hay una asintota vertical en x = 0.

e En x=1:

lim f(x) = lim 1. 1
x— 1" x—1"X
3 3 J(x) es continua en x =1, pues
SIS = @D o = o,
x—1
fH=2-1-1=2-1=1

2 2
Halla los puntos de discontinuidad de la funcion y = 3" le 5 y di si
en alguno de ellos la discontinuidad es evitable.
2 12 2x+3)-12 2x+6-12 2x -6 2(x = 3)

VT3 X729 -3 +3) x-3a+3) @-3Hx+3) -3+ 3)

Calculamos los valores que anulan el denominador:

-3
-Bep=0< 7

La funcién es discontinua en x =3 yen x =-3, pues no estd definida para esos
valores.

Unidad 8. Limites de funciones. Continuidad
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2(x = 3) B 2 _

« En x=-3% lim ——x"2 __ - 1 = too
R S e S N NPy

Hay una asintota vertical en x = —3; la discontinuidad no es evitable.

2(x - 3) ) 2 2 1

e En x=3 lim —————— lim =—=—

i3 (X—3(X+3) 3 (x+3) 6 3

Luego en x = 3, la discontinuidad es evitable, porque la funcién tiene limite
en ese punto.

PARA RESOLVER

19 | a) Calcula el limite de la funcién f(x) cuando x — 0, x = 2, x —> 3, x — +,
X —> —oot

x-3
x%2-5x+6

J(x) =

b)Representa grificamente los resultados.

- x-3 _ x-3
= e T -3 -2)
) 3 _ -1
l = 2 = __
=55
) _ 1 1
I = lim — = —
xznzf(x) xl—> 26— 2 0

Hallamos los limites laterales:  lim  f(x) = —oo;  lim f(x) = +oo
X = 27 x— 2"

_ _ 1
lim f(x)= lim —— =1
x—)Sf x—3X—2

lim fx) =0, lm f(x)=0

X = +oo X— —oo
b) ;
1 i
R 1 2 3
-1 .
Unidad 8. Limites de funciones. Continuidad 29
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Calcula el valor que debe tener k para que las siguientes funciones sean
continuas:

x+1 six<2

kR—x six>2

a) f(x) = {

x+k six<O0
b)f(x)={ ,

x“—-1 si x>0

kx

e si x<0
o) f(x) =
VS {x+2k si x>0
a) e Si x#2, lafuncion es continua.
e En x=2
lim fx)= lim (x+1)=3
X =27 x =27
lim o0 = lim (k- x) = k-2 Para que sea continua, ha de ser:
x— 2" x— 2" k-2=3 > k=5
f2)=2+1=3

b) e Si x#0, lafuncién es continua.

e En x=0:
lim f(x)= lim (x+k) =k
x— 0" x— 0" )
lim fGo = lim (x2-1)=-1 Para que sea continua, ha de ser:
x— 0" x— 0" b=—1
JO=0+k=Fk

c) e Si x#0, lafuncién es continua.

e En x=0:
lim f(x) = lim e =¢%=1
x— 0 x— 0 .
Para que sea continua, ha de ser:
lim  f(x) = lim x+2k=2k
x—0* x—0" 1=2k > k=1/2
SO =ek 0=1
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Calcula el valor de % para que cada una de las siguientes funciones sea con-
tinua:

xt-1 si x#1 Vx—1 ixz1
si x
a)f(x)=9 x-1 b)f(x)=1 x-1
k si x=1 k si x=1

Unidad 8. Limites de funciones. Continuidad
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x4

a) e Si x# 1, lafuncién es continua, porque lo es T
x p—

Para que sea continua en x = 1, debe verificarse que /lim f(x) = f(1).
x—1

Calculamos  lim f(x):

x—1
i_1 0o 3 4 x2 Dix—1
lz’mf(x)=limx = lim O +x” +x+ D )=
x—1 x—=1 X— x—1 -1
=lim@P+x2+x+1) =4
x—1
fDH=r

V)

(*) Indeterminacion del tipo (T) Simplificamos la fraccion.

Para que sea continua en x =1, ha de ser k= 4. Para este valor, [ es con-
tinua en IR.
Vx—1

b)e Si x20 y x#1, lafuncidn es continua, porque lo es T

Para que sea continua en x = 1, debe verificarse que /lim f(x) = f(1).
x—1

Calculamos  lim f(x):
x—1

lim \/;_ ! = @ (Indeterminacion).
xo1 x—=1 )

La resolvemos multiplicando y dividiendo por (\/; +1):

p V-1 Gx-1DGEx+1)
im = lim =
x—1 x—1 x—1 (x—l)(\/o_c+ 1)
p (x-1 , 1
= [lim = [lim

1
x—1 (x_l)(\/p—g+ 1) x—>1(\/;c+1)_2

SO =+F

. 1
Para que sea continua en x =1, ha de ser k= X Para este valor, f es con-
tinua en [0, +oo0).

|x+2| six<-1
22 |Estudia la continuidad de esta funcion: f(x) = x? si-1<x<1
2x+1 si x>1

e Si x#-1 y x#1 — la funcién es continua.
o Si x=-1:

lim flx)= lim |x+2]|=1
x—-1"

x—-1"

lim  fQx) = lim xt=1 La funcién es continua en x = —1.
x— -1 x— -1
JED =1

Unidad 8. Limites de funciones. Continuidad
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e Si x=1 — No es continua, pues no estd definida en x = 1; no existe f(1).

Ademas:
lim f(x)= lim x?=
x— 1" x— 1"

La discontinuidad es de salto (finito).
lim flx)= lim QRx+1)=3
x—=17

x— 17"

Un comerciante vende un determinado producto. Por cada unidad de pro-
ducto cobra 5 €. No obstante, si se le encargan mas de 10 unidades, dismi-
nuye el precio por unidad, y por cada x unidades cobra:

si 0<x<10

5x
Vax?+500 si x>10

a)Halla a de modo que el precio varie de forma continua al variar el nu-
mero de unidades que se compran.

C(x) = {

b) ¢A cuanto tiende el precio de una unidad cuando se compran “muchisi-
mas” unidades?

@ FEl precio de una unidad es C(x)/x.

a) lim C)= lim (Gx) =50

x— 10~ x— 10~

lim CGo = lim Vax?+500 = V100a + 500
x— 10" x— 10*
C(10) = 50

Para que sea continua, ha de ser:
V1004 + 500 =50 — 100a + 500 = 2500 — 100a = 2000 — a =20

Nax? + 500 _
X

b) lim €W _ lim
X —> oo X X —> +oo

NPT
i Y20x7+ 500 _ 5 4,47 €
X = +oo X

En el laboratorio de Biologia de la universidad, han determinado que el ta-
maifio T de los ejemplares de una cierta bacteria (medido en micras) varia
con el tiempo ¢, siguiendo la ley:

Nt+ a si t < 8 horas
T =\-3+\3t-15

si > 8 horas
t—8

El parametro a es una variable biologica cuya interpretacion trae de cabeza
a los cientificos, pero piensan que puede haber un valor para el cual el creci-
miento se mantenga continuo en = 8.

a) Decide la cuestion.

b)Investiga cuil llegara a ser el tamafio de una bacteria si se la cultiva inde-
finidamente.

Unidad 8. Limites de funciones. Continuidad



UNIDAD W

a) Para que la funcion sea continua en ¢ =8, debe cumplirse que lim T(t) = T(8).
t—8
Calculamos el limite:

lim T()= Iim Nt+a =N8+a

t— 8" t— 8"

-3 +N3r-15 N3r—15-3
lim T()= lim ———— = lim T -8 =
1 —8" 1 —8" -8 1 — 8" l=

- (V3r-15-3)(N31-15+3) _ . 3-15-9 i
i58 (- 83— 15+ 3) 18" (1— 8(NV3r - 15+ 3)

p 3t — 24 g 31— 8)
= hm = lim =
t-8" (1—8(V3r-15+3) 158 (- 8(\3t-15+3)

3 3 1
= lim ——="=—
t—»8"\3r—15+3 0 2

Para que 7(1) pueda ser continua, tendria que cumplirse que:

1 1 31
\/8+a=7 - 8+a=z - a=%

31 31
Pero, si a = %, quedaria T(1) = \’l‘ + % si t<8.

1
Esto daria lugar a que 7(7) no existiera para < ST = 7,75 horas.

Por tanto, no hay ningtn valor de a para el que el crecimiento se mantenga
continuo.

BeNa-15 3 o

b) lim TG)= Ilim =~ 1,73 micras.

[ — +oo [ = +oo 1-8 1

25 |Dada f(x) = XL justificaque im f(x)=1y tim f(x)=—1.
X — —oo

s
x+1 X —> 4+

| x+1
S0 = N

x+1

lim f(x) = Ilim X

X — 4o x— 40X + 1
lim fx)= lim —— =_1
X — —oo x— —oo X +1

Unidad 8. Limites de funciones. Continuidad
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Calcula el limite de las siguientes funciones cuando x — +e« y cuando
x — —oo, definiéndolas previamente por intervalos:
x+1

a) f(x) =|x-3|—|x]| b) f(x) =|2x—-1|+ x o) f(x)= B

a) Definimos / por intervalos:

X3 ] ‘ _______ X3 ...
0
} 3
"""" S
e Si x<0: |[x=3| —|x| ==-(x-3)-(0)=-x+3+x=3
e Si 0<x<3: |x-3 —|x|=-(x-3)—x=-2x+3

e Si x>3: |x-3 -|x| =(x-3)-x=-3

3 si x<0
Luego: f(x)=9-2x+3 si 0<x<3
-3 si x>3

lim f(x)=-3; Ilim f(x) =3

X — +oo X —> —o0
Y S =% N
12
, 1
e Si xs? [2x—1] +x=-Qx-D +x=-2x+1+x=-x+1
1
e Si x> [2x -1 +x=Qx -1 +x=3x-1

Luego: f(x) =

lim f(x) = lim Bx—1) =+

X — +oo X —> +oo

lim fo= Iim (—x+1D= lim (x+1) = +eo
X — —oo X — —co X —> +oo

x+1 x+1

c)e Si x<O0: =
| x| —x

e Si x>0 =

Unidad 8. Limites de funciones. Continuidad
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Xt x<o
/ no estd definida en x = 0. Luego: f(x) = N
si x>0
+1
lim fGo = lim =1
X — +oo x> 40 X
+1 —x +1
lim f(x) = lim S lim x—=_1
X — —oo x> -0 X X =t X

27 |Estudia la continuidad en x =0 de la funcion:

| x|

=2x+—
Y x
¢Qué tipo de discontinuidad tiene?

En x =0, la funcion no esta definida, luego es discontinua. Como:

2x—1 si x<0
Y= ) , entonces:
2x+1 si x>0

lim Qx-1)=-1; Iim Qx+1=1
x— 0~ x— 0*

Por tanto, hay una discontinuidad de salto (finito) en x = 0.

528 |Se define la funcion f del modo siguiente:

nx-1 six>1

S(x) = {

2x2+ax+b si x<1

Encuentra los valores de a y b para que la funcion sea continua y su gra-
fica pase por el origen de coordenadas.

e Para que la grafica de f(x) pase por el origen de coordenadas, ha de ser
S0 =0, esdecir: f(0)=b=0

e Para que la funcion sea continua (para x # 1, es una funcion continua), tene-

mos que:
lim f(x)= lim Qx*+ax)=2+a
x—= 1" x—= 1"

Han de ser iguales, es decir:

lim fx)= lim (Inx-1)=-1 2+a=-1 = a=-3

x— 1* x— 1%
f(H=2+a

Por tanto, si a =-3 y b =0, la funciéon es continua; y su grifica pasa por el
origen de coordenadas.

Unidad 8. Limites de funciones. Continuidad
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oy = (x=3)x+2)
S = IS

CUESTIONES TEORICAS

Si una funcion no esta definida en x =3, ;puede ocurrir que lim f(x)=5?
x—3
¢Puede ser continua la funcion en x = 3?

Si, puede ser que /im f(x) =5, por ejemplo:
xX— 3

es tal que [lim &=+ 2

=5; (x) no esta defini-
x— 3 x-3 Y f

daen x=3.

Sin embargo, f(x) no puede ser continua en x =3 (pues no existe f(3)).

De una funcién continua, f, sabemos que f(x)<0 si x<2 y f(x)>0 si

x> 2. ¢Podemos saber el valor de lim f(x)?
x—2

lim f(x) =0

x— 2

Sea la funcion f(x) = x? + 1.

¢Podemos asegurar que dicha funciéon toma todos los valores del intervalo
[1, 5]? En caso afirmativo, enuncia el teorema que lo justifica.

[(x) es continua en [0, 2]y f(0) =1, f(2) = 5.

Por tanto, por el teorema de los valores intermedios, la funcion toma, en el inter-
valo [0, 2], todos los valores del intervalo [1, 5].

Da una interpretacion geométrica del teorema de Bolzano y utilizalo para
demostrar que las graficas de f(x) = x3 + x> y g(x) =3 + cos x se cortan
en algin punto.

@ Mira el ejercicio resuelto 11.
e Interpretacion geométrica: Si una funcion f(x) es continua en un intervalo

cerrado, y en sus extremos toma valores de distinto signo, entonces, con segu-
ridad, corta al eje X en ese intervalo.

e Para las dos funciones dadas, f(x) = x3 + x? y g(x) = 3 + cos x, consideramos
la funcion diferencia: f(x) — g(x) = x3 + x> =3 — cos x

Como f(x) y g(x) son continuas, también lo es f(x) — g(x).

SO -g@==-4 — f(0)-g@<0

Ademas: {
@ -g2=942 — f(2)-g2>0

Por tanto, existe un namero c¢ € (0, 2) tal que f(¢) — g(c) = 0 (aplicando el
teorema de Bolzano), es decir, f(c) = g(o).

Unidad 8. Limites de funciones. Continuidad
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Comnsidera la funcion:
x2—-4
x—2

J(x) =

El segundo miembro de la igualdad carece de sentido cuando x = 2. ;Como
elegir el valor de f(2) para que la funcion f sea continua en ese punto?

2
lim fG) = lim X o gy XZD&HD e o) = 4
x— 2 x—>2 X—2 x— 2 (x-2) x— 2

Para que [ sea continua en x =2, debemos elegir f(2) = 4.

De una funciéon g se sabe que es continua en el intervalo cerrado [0, 1] y que

x2

para 0<x<1 es g(x)= x. ¢Cuanto vale g(0)?

Si g es continua en x = 0, debe verificar que /lim g(x) = g(0). Hallamos el
limite: X0

24 +1
lim gQo = Ilim EX lim M= Iim (x+1)=1
x—0* x— 0" X x = 0t X x— 0"
Por tanto, g(0) = 1.
Dada la funcion:
x—-4 1
si 0 «x Sz—

J(x) = 5

1
e~ siE<xS1

observamos que f esta definida en [0, 1] y que verifica f(0) =-1<0 y
S =e1>0, pero no existe ningin c < (0, 1) tal que f(c) = 0. ;Contradi-
ce el teorema de Bolzano? Razona la respuesta.

Segin el teorema de Bolzano, si f es una funcion continua en el intervalo [a, b]
y signo de f(a) # signo de f(b), entonces existe un ¢ € (a, b) tal que f(c) = 0.

Veamos si se cumplen las hipotesis. Estudiamos la continuidad en x = =

x—4 = P P
Iim  flx)= Ilim _ =L Como im  fo) = Im  fo),
x -1/ x> /2 4 8 x = (1/2)° x— (1/2)"
lim  f(x)= Ilim e~ =¢ V4 no existe lim f(x).
x—= @/ x— (1/2)* x—1/2
i 1
f(x) no es continua en x = =

Por tanto, f no es continua en el intervalo [0, 1]; luego no cumple las hipotesis
del teorema de Bolzano en dicho intervalo.

Unidad 8. Limites de funciones. Continuidad
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Se sabe que f(x) es continua en [a, b] y que f(a) =3 y f(b) =5. ¢Es po-
sible asegurar que para algin c¢ del intervalo [a, b] cumple que f(c) = 7?
Razona la respuesta y pon ejemplos.

No lo podemos asegurar. Por ejemplo:

f(x) =x+3 cumple que f(0) =3 y f(2)=5. Sin embargo, no existe ¢ € [0, 2]
tal que f(c) =7, yaque: flo)=c+3=7 —> c=4 — cel0, 2]

Halla razonadamente dos funciones que no sean continuas en un punto x,
de su dominio y tales que la funcion suma sea continua en dicho punto.

Por ejemplo:

x+1 si x#2 ,

f(x) = ) no es continua en x = 2;
2 si x=2
2x—=1 si x#2 .

g = , no es continua en x = 2;
4 si x=2

pero la funcion suma, f(x) + g(x) = 3x, sies continua en x = 2.

¢Tiene alguna raiz real la siguiente ecuacion?:
senx+2x+1=0
Si la respuesta es afirmativa, determina un intervalo de amplitud menor que
2 en el que se encuentre la raiz.
Consideramos la funcion f(x) = sen x + 2x + 1.
Tenemos que: f(x) es continua en [-1, 0].

f-1) =184 <0

F0)=1>0 } signo de [(1) # signo de [(0)

Por el teorema de Bolzano, podemos asegurar que existe ¢ € (-1, 0) tal que
[(c0) =0; es decir, la ecuacion senx + 2x+1 =0 tiene al menos una raiz en el in-
tervalo (-1, 0).

Demuestra que la ecuaciéon x5+ x + 1 =0 tiene, al menos, una solucion real.

Consideramos la funcién f(x) = x> + x + 1.
Tenemos que: f(x) es continua en [-1, 0].

JED =-1<0

F0)=1>0 } signo de f(=1) # signo de [(0)

Por el teorema de Bolzano, podemos asegurar que existe ¢ € (-1, 0) tal que
f(c) =0; es decir, la ecuacion x>+ x+ 1 =0 tiene al menos una raiz en el inter-

valo (-1, 0).

Unidad 8. Limites de funciones. Continuidad
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Una ecuacion polinémica de grado 3 es seguro que tiene alguna raiz real. De-
muestra que es asi, y di si ocurre lo mismo con las de grado 4.

o Si f(x) =ax3+ bx?+cx+d esun polinomio de grado 3, tenemos que:

—Si a>0, lim f(x) =+, v [lim f(x)=—oo,

X — +oo X —> —o0
—Si a<0, Ilim f(x)=—e, entonces [im [f(x) = +oo.
X — +oo X —> —o0

Como [ pasa de +eo a —eo 0 viceversa, podemos encontrar un numero 4 tal
que signo de [(—k) # signo de [(k).

Ademids, f(x) es continua. Por el teorema de Bolzano, sabemos que f(x) tie-
ne al menos una raiz ¢ en el intervalo (—k, k). Dicha raiz es la solucion de la
ecuacion ax? + bx? +cx +d = 0.

e Si f(x) es un polinomio de grado 4, no ocurre lo mismo.

Por ejemplo, x* + 1 = 0 no tiene ninguna raiz real; puesto que x*+ 1 >0
para cualquier valor de x.

Si el término independiente de un polinomio en x es igual a -5 y el valor
que toma el polinomio para x =3 es 7, razona que hay algin punto en el
intervalo (0, 3) en el que el polinomio toma el valor —2.

Si f(x) es un polinomio, entonces es una funcién continua. El término indepen-
diente es igual a —5; es decir, f(0) = -5; vy, ademas, f(3) =7. Por tanto, aplican-
do el teorema de los valores intermedios, como -5 < -2 <7, podemos asegurar
que existe ¢ € (0, 3) tal que f(c) =-2.

La funcion y = tg x toma valores de distinto signo en los extremos del

T 3n
intervalo [Z’ 7] Yy, sin embargo, no se anula en €l. ;Contradice esto el

teorema de Bolzano?

La funcién y = /g x no es continua en x = %, que estd en el intervalo % STTE]

)

Por tanto, no podemos aplicar el teorema de Bolzano para dicho intervalo.

x

Considera la funciéon f(x) = |_| Determina su dominio. Dibuja su grafica
x

y razona si se puede asignar un valor a f(0) para que la funcion sea conti-

nua en todo R.

Definimos [ por intervalos:

-1 si x<0

S0 = { Dominio = R - {0}

1 si x>0

39
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Como lim f(x) =-1#

lim  f(x) = 1, no podemos asignar ningln valor a
x— 0" x— 0"

/f(0) para que la funcién sea continua en todo IR (pues en x =0 no lo es).

Tiene una discontinuidad de salto finito.

Gréfica:

-1

Si existe el limite de una funciéon f(x) cuando x — a, ysi f(x) es positi-
vo cuando x < a, ;podemos asegurar que tal limite es positivo? ;Y que no es
negativo? Justifica razonadamente las respuestas.

lim f(x), ha de ser

X — a

lim f(x) 2 0.

X —d

Si f(x) >0 cuando x < a, entonces, si existe

Por tanto, podemos asegurar que el limite no es negativo (podria ser positivo o cero).

a) Comprueba que lim [In(x +1)—Imn(x)] = 0.

X = +oo

b)Calcula lim x[ln(x + 1) - In(x)].

x = +oo

lim =n1=0

o )

a) lim [Inkx+1D—-mh)]=

X — +oo

b) i xlin G+ D=t ol = tim [ein( S < s (2] -
X — +oo X = teo X v ¥
X
= lim [ln(1+l) ]=lne=1
X —> +oo x

De dos funciones f(x) y g(x) se sabe que son continuas en el intervalo
[a, b], que f(a)>g(a) yque f(b)<g(b).

¢{Puede demostrarse que existe algin punto c¢ de dicho intervalo en el que
se corten las graficas de las dos funciones?

Consideramos la funcion f(x) — g(x).

e Si f(w) y g(x) son continuas en [a, b], entonces f(x)—g(x) es continua en
la, bl

e Si f(a) > g(a), entonces

Sfla) —gla) > 0.

Unidad 8. Limites de funciones. Continuidad
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e Si f(b) <g(b), entonces [f(b)—g(b) <O.

Es decir, signo [f(a) — g(a)] # signo [f(b) — g(b)].

Por el teorema de Bolzano, podemos asegurar que existe ¢ € (a, b) tal que
f(o) —g(co) =0, es decir, tal que f(c) = g(c). (Las graficas de f(x) y g(x) se
cortan en X = ¢©).

s47 |Si f(x) es continua en[1, 9], f(1) =5 y f(9) >0, ;podemos asegurar que
la funcion g(x) = f(x) + 3 tiene al menos un cero en el intervalo [1, 9]?

e Si f(x) es continua en [1, 9], entonces g(x) = f(x) + 3 también serd continua
en [1, 9] (pues es suma de dos funciones continuas).

e Si f(1)=-5, entonces g(1) =f(1)+3=-5+3=-2<0.

e Si f(9) >0, entonces g(9) =f(9) +3>0.

Es decir, signo de g(1) # signo de g(9).

Por el teorema de Bolzano, podemos asegurar que existe ¢ € (1, 9) tal que

g(0) = 0; es decir, la funcion g(x) tiene al menos un cero en el intervalo [1, 9].

48 |Escribe una definicion para cada una de estas expresiones y haz una repre-
sentacion de f:

a) lim f(x)=3 b) lim f(x)=—oo c) lim f(x)=+co
X — —oo X — +oo x— 27

d) lim f(x)=—o e) lim f(x)=+oo ) lim f(x) =4
x— 2" x—-3 x—1

a) Dado € >0, existe h tal que, si x <-h, entonces |f(x)-3]| <e.

b)Dado k, podemos encontrar h tal que, si x> h, entonces f(x) <—k.

¢) Dado k, podemos encontrar & tal que, si 2 -0 <x <2, entonces f(x) > k.
d)Dado &, podemos encontrar & tal que, si 2 <x <2+ 9§, entonces [(x) < —k.
e) Dado k, podemos encontrar & tal que, si 3-8 <x <3+, entonces f(x) > k.

f) Dado €>0, existe 8>0 talque,si 1 - 8<x<1+39, entonces |f(x)—4]| <e.

i Y i
,_J\/Z*/'/
.................. 1 A
i
i i
—? -2 -1 1 ? X
Unidad 8. Limites de funciones. Continuidad 41
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42

PARA PROFUNDIZAR

Estudia el comportamiento de cada una de estas funciones cuando x
tiende a +oo:

D) = o7 = sem x D g =57
b= Gy = 33T sem

a) Como —1<senx<1, entonces: [lim (x3—senx)= lim x3=+co
X — +oo X —> too

_ COoS X ~ +1
b) Como -1 < cosx <1, entonces: [lim > = lim ———=0
X — 400 X° F 1 X = 40 X°F 1

¢) Como x—1< Elx] < x,

X | ) Elx] ,
<— = Ilim < [lim < Iim 1 —
X X — +oo X X — +oo X X — +oo

x—1 Elx]
<
X X

. Elx]
- lim ——=
X — t+oo X

d) Como —-1<senx<1,

B 3x + sen x B
lim ———————= Ilim
X —> +oo X X —> +oo

= [lim
X —> +oo

£1
3+ 5+—)=3+0=3
X

senx)

En una circunferencia de radio 1, tomamos un angulo AOP de x radianes.
Observa que:

1@=senx, T_A=tgx Y arco PA=x
Como PQ< PA<TA — senx<x<igx

A partir de esa desigualdad, prueba que:

. senx
lim =1
x—0 X

Tenemos que sen x < x < tg x. Dividiendo entre sen x, queda:

X 1 sen x
< 1>

1<

> CcoS X
sen x Cos X

Tomando limites cuando x — 0, queda:

. senx ) . senx
1> lim >1; es decir: lim =
x—=0 X x—0 X

Unidad 8. Limites de funciones. Continuidad
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sen x
Sabiendo que lim =1, calcula:
x—0 X
sen 2x sen x
a) lim b) lim c) lim
x—>o0sen x x>0 2x x>0 2x
X —sen x tg x 1-cos x
d) lim ——— e) lim -l ) lim 5
x—0 X x—>0 X x—0 X
1
a) lim = [i 1 =—=1
x>0 Senx x—o Senx 1
X
sen 2x sen z
b) lim =1 (Si hacemos 2x = z, tenemos [im =1
x>0 2X z—>0 =
~ sen x ~ 1 semx 1 . senmx 1 1
o) lim =/ — =— lim =—1=—=
x—0 x—0 2 X 2 x50 X 2 2
X —sen x sen x sen x
d) lim = [ii (1— =1- I =1-1=0
x—0 x—0 x>0 X
19 x
o lim 8X _ oy Senx/cosx _ o (senx 1 )=
x—>0 X x—=0 X x—0 X COSs X
=1- Ilim =1-1=1
x— 0 COSX

_ - _ — + , — cos?
£ lim l—cosx _ ;o (A—cos)A +cosx) _ 4o 1—cos®x _
x>0  x? x>0 x%2(1 + cos x) x— 0 x2(1 + cos x)
L sen? x _(senmx\* . 1 _
= lim ———~—— = [lim clim — =
x>0 x%(1+cosx) x—0\ X x—o0l+cosx

=1 -

1.1
2 2

Supongamos que f es continua en [0, 1]y que 0 < f(x) <1 paratodo x de
[0, 1]. Prueba que existe un numero c¢ de (0, 1) tal que f(c) = c.

Haz una grafica para que el resultado sea evidente.

@ Aplica el teorema de Bolzano a la funcion g (x) =f(x) —x.

Consideramos la funcion g(x) = f(x) — x. Tenemos que:

e g(x) es continua en [0, 1], pues es la diferencia de dos funciones continuas en
[0, 11.

e g(0) =f(0) >0, pues f(x)>0 paratodo x de [0, 1].
e g(1)=f(1)-1<0, pues f(x) <1 paratodo x de [0, 1].

Unidad 8. Limites de funciones. Continuidad
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Por el teorema de Bolzano, sabemos que existe ¢ € (0, 1) tal que g(c) =0, es
decir, f(¢c)—c =0, obien f(c)=c.
y=x
1 ______________________
SO =cp-ffrmmnnm- . :f(x)
0 (, 1
Pagina 253
AUTOEVALUACION
1. Calcula los siguientes limites:
X
li 2_\x0_5x+1 lim —————
D fm 10xT NS D 1 log(x?+ D)
o) lim (x)V/A-x d lim (2x+1-V4x2+1)
x—1 X — o

a) lim  10x2 —\x®—5x +1 = —co, porque el minuendo es de grado 2, y
Ko el sustraendo, de grado 3.

, e” O
) I gD Gy

o) lim (oY1 -% 5 Como es del tipo (1), podemos aplicar la regla:

x—=1

; 1

lim —1) -
lim (x)l/(l—x) = exﬁl((x ) 1—x) = el =l
x—1 e

d) lim (20 +1=Va4x2 + 1) = (o) — (c0)

X = +oo

Resolvemos la indeterminacién multiplicando y dividiendo por 2x + 1 + V4x? + 1:

(x+1-Vdx2+ D)2+ 1+Vdx2+1) Q@x+ 12— (x?+ 1) 4x
2x + 1+ V4x? + 1 2x+1+Vdx2+1  2x+1+V4x?+1

B 4x 2 4
lim

X = +oo 2x+1+\/4x2+1_ 2+\/Z_ 4

=1

Unidad 8. Limites de funciones. Continuidad
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e~ si x<0
2. Dada la funcion f(x) = R :
1-x si x>0

a) Estudia su continuidad.

b)Halla lim f(x) y lim f(x).

x> +oo

a) Six#0, [ es continua, porque e* y 1—x son funciones continuas en R.

Estudiamos la continuidad en x = 0:

lim e*=¢e"=1
x— 0"
, Iim flx)=1=f(1) — f escontinuaen R.
lim (1 —x) = 1| x-0
x— 0"

b) lim flx)= Ilim (1-x)=—co

X — +oo X —> too

lim fx)= Ilim e*=0

X — —oo X — —oo

a2
3. a) Estudia la continuidad de f(x) = x92—x

T3 y justifica qué tipo de disconti-
nuidad tiene. x

b)Halla sus limites cuando x — +co y & — —co,

c) Representa la informacion obtenida en a) y b).

a) La funcién es discontinua en los puntos en los que no esta definida. En este caso,
en los puntos que anulan su denominador.

x=0
x2+5x=0<x_ 3

Estudiamos el tipo de discontinuidad:

i 0 — x2 ) Si x— 07, flx) > —e0
o | - -t
xli)’ﬂo x2+3x  (0) § < Si x> 0%, flx) > +eo
9-x2 _ () GG ex

e [im —S——=— — lim = [lim =2
x— -3 x? + 3x (©) x— -3 x(xA+3) x—>-3 X

En x =0, tiene una discontinuidad de salto infinito.

En x = -3, tiene una discontinuidad evitable.

9 —x?

lim ——— =1
b)xi”fm x?+ 3x
2

lim 9_":_1

X — —oo x2 + 3x

Unidad 8. Limites de funciones. Continuidad
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c) Y\

+2Vx 1
4. Halla a para que lim EAAL A —.

e axe1 2
lim —3+2\/§
x> +eo Vax + 1

1 1
=E =E—)4=\/E%El=l6

2
o =
Va
5. Halla a y b para que esta funcion sea continua y represéntala:

ax?+b si x<0

x—a si 0sx<1

S =

—+b si1x
X

Para que f(x) sea continua en x = 0, debe cumplirse:

lim ax*+b="0b
x— 07

lim x—a=-a b=—-a (1
x—=0"

JO) =-a

Para que sea f continua en x =1, debe ser:
lim x—a=1-a

x—= 1"

lim Lep-a+p [ 1l-a=a+b (2

x— 1t X

fD=a+b

a=1
De (1) y (2) obtenemos: 1-a=a-a — { _
Si a=1vy b=-1, lafuncién es continuaen x=0 yen x=1.

Para valores de x<0 y 0<x<1, [ estd definida por medio de funciones polino-
micas, que son continuas.

..a . .
Para valores de x> 1, la funciébn — + b es también continua.
X

Unidad 8. Limites de funciones. Continuidad
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Portanto,si a=1y b=-1, f es continua en todos sus puntos.

Representacion:

x2-1 si x<0

x—1 si 0<x<1

—=1 si 1<x

b
6. Dada la funcion f(x) = sen —x, demuestra que existe un c € (0, 4) tal que

4
J(c) =f(c+1).

1
Construimos la funcion g(x) = flx + 1) — f(x) = sen E(XT”— sen %

Demostrar que f(c + 1) = f(¢) para algin ¢ € (0, 4), es lo mismo que demostrar
que existe ¢ € (0,4) tal que g(o) = 0.
w0 + 1) w0 T ﬁ

g(0) = sen 7 —sen— =senZ—sen0=

>0

2
g(4)=sen57n—senn=—7<0

La funcién g es continua en [0, 4] y signo de g(0) # signo de g(4).

Segin el teorema de Bolzano, existird un ¢ € (0, 4) tal que g(c) = 0; es decir,
existe un ¢ € (0, 4) tal que flc+ 1D = f(o.

7. Sea la funcion f(x) = x + e~™. Demuestra que existe algiin nimero real c¢ tal
que c+ e €=4.

f(x) = x + e™ es una funcién continua en IR. Calculamos algunos valores de [
SO =0+e"=1 f(5) =5 +e=5007

Por el teorema de los valores intermedios, f(x) toma todos los valores del intervalo
[1; 5,0071.

Por tanto, existiri un 0 < ¢ <5 tal que f(¢) = 4. Es decir, c +e¢=4

Unidad 8. Limites de funciones. Continuidad
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8. Expresa simbolicamente cada una de estas frases y haz una representacion gra-
fica de cada caso:

a) Podemos conseguir que f(x) sea mayor que cualquier nimero K, por
grande que sea, dando a x valores tan grandes como sea necesario.

b) Si pretendemos que los valores de g(x) estén tan proximos a 1 como que-
ramos, tendremos que dar a x valores suficientemente grandes.

a) lim f(x) = +oo

X = +oo
Y / Y

b) lim gx) =1

X — +oo

Unidad 8. Limites de funciones. Continuidad
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